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简介

本文主要从代数角度出发来解释 1835 年 Liouville 在其论文 [Lio35] 中提出的, 有关所
谓“初等”函数是否有“初等”不定积分的定理. 我们将在文章中给出“初等”合理的定义,
并从代数的角度来解释这一问题. 如今微分代数的深入研究也引出了一些对代数偏微分方
程的讨论, 以及更深刻的 D-模等理论的研究.
本文主要参考 R.C. Churchill 在 2003 年所写的一篇笔记 [Chu03]. 笔记中有一些错误

在本文中予以修正.
若未加特别说明, 本文语境下的环都是含幺交换环. 环 R 的单位元记为 1R, 若不引起

歧义, 则可以直接写为 1.

1 函数域与域扩张

在本节中, 我们考虑的域 K 是实数域 R 或复数域 C.
我们沿用抽象代数中常用的记号,用K[x]表示域K 上的多项式环,其中 x是一个关于

K 的不定元; 从分析的视角来看, 其中每一个多项式 p(x)都可以视作一个映射 p : K → K.
我们将 K[x]的分式域记为 K(x), 其中的元素称作有理函数, 都可以表示为 p(x)/q(x)的形
式, 其中 gcd(p(x), q(x)) = 1; 而从分析的角度来看, 每一个有理函数都可以视作一个映射
r : K → K ∪ {∞}.
我们回顾一下复变函数中关于全纯和亚纯的定义, 并不失一般性地推广到一个特征为

0 赋有拓扑的域上. 这里的拓扑可能需要适当的分离性条件如 T3 等.

定义 1.1 设 U ⊂ K 是 K 中的非空开集, 同时有一点 k0 ∈ U . 函数 f : U → K ∪ {∞} 称
为
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(i) 在 k0 点全纯, 若存在一个包含 k0 的开邻域 V ⊂ U , 使得 f 在 V 上可以写成以 k0 为
中心的幂级数展开的形式.

(ii) 在 k0 点亚纯, 若存在 n ∈ Z≥0 使得函数 k 7→ (k − k0)
nf(k) 在 k0 点全纯.

我们现在局部地看开集 U 上亚纯函数全体 M(U), 它关于函数的加法和乘法构成一个
域, 它是 K(x) 的一个域扩张. 现在我们最关心的问题就是找到一个中间域 L,K(x) ⊂ L ⊂
M(U) 使得其对于求导是封闭的 (后面我们会定义这一概念).
更一般地, 对于更小的开集 V ⊂ U 可以看到 M(U) 可以嵌入 V, 相当于说 M 是一个

类似反变函子的作用; 所以也可以使用函数芽来看这一部分. 本文我们使用更为朴素的办
法.
最后我们认为 U 取的都是函数及原函数的单值分支, 以避免多值函数的出现.

2 微分代数

本节中用 R 来表示一个含幺交换环. 我们接下来研究的对象是带有“求导”或者“微
分”运算的环及其分式域, 我们先考虑这一类环所具备的良好性质, 并考察这些性质是否能
够延伸到其分式域上. 首先我们给出微分环的定义.

定义 2.1 设环 R 上有一个 Abel 群的同态 δ : R → R, 若对任意 r, s ∈ R 满足 Leibniz 法
则:

δ(rs) = δ(r)s+ rδ(s),

则称 (R, δ) 为一个微分环, 不引起歧义的情况下简记为 R. 称 δ 为 R 上的一个导子. 若 R

是一个域, 我们称之为微分域.

我们进一步定义微分环的同态使其构成一个范畴

定义 2.2 若 φ : (R, δR) → (S, δS) 是一个环 R 到 S 的环同态 (默认保持单位元) 使得

δS ◦ φ = φ ◦ δR,

则称 φ 是两个微分环之间的同态.

微分环的一个所谓微分理想 i 可以自然地定义为对于导子封闭的理想, 也即, 若 r ∈ i, 则可
以得到 δ(r) ∈ i.

例 2.3 我们接下来给出一些常见的微分环的例子.

(i) 考虑实系数多项式环 R[x] 及求导算子 d/dx, 这是一个微分环, 更进一步地是一个微
分代数 (对求导封闭的代数).

(ii) 令 K = R 或 C, 考虑 K(x) 及其上的求导算子 d/dx, 这样构成一个微分域.
(iii) 令 K = R 或 C, 同时 U ⊂ K 是一个非空开集. 此时求导算子 d/dx 赋予了 M(U) 一

个微分域的结构.
(iv) 平凡导子 δ, 指的是任一环 R 上, 满足对环中任一元素 r 有 δ(r) = 0 的导子.
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(v) 对于任何的一个微分环之间的同态 φ : R → S 来说, Ker φ 是一个微分理想.

有了理想, 我们很自然地想像抽象代数中一样定义商结构. 当 (R, δ) 是一个微分环, i
是其一个微分理想, 此时 R/i 上诱导的导子 δ̄ 满足 δ̄ ◦ π = π ◦ δ, 其中 π 是自然投射, 也即
商环上的导子使得 π 成为一个微分环的同态. 容易验证 δ̄(r + i) = δ(r) + i.

考虑到我们要在 K(x) 到 M(U) 的扩张之间寻找一个合适的中间域, 使得这个中间域
对求导封闭. 我们给出如下定义

定义 2.4 考虑 (R, δR) 是一个微分环, 同时也是 (S, δS) 的子环, 使得 δS |R = δR. 我们称 R

是 S 的一个微分子环, S ⊃ R 是一个微分扩张. 导子 δR 被称为扩张到 S 上, δS 称为 δR 的
一个扩张. 同样的定义可以延伸到整环和域上.

例 2.5 我们给一些例子, 这些在之后可能将用到.

(i) 我们记 Ker δR 为 RC ,这是 R的一个微分子环. 容易证明整数环可以自然地嵌入 RC .
我们称 RC 为 R 的常元子环.

(ii) 设 K = R 或 C, U ⊂ K 是一个非空开集. 那么 K(x) ⊂ M(U) 是一个微分域扩张.
(iii) 现在假设 R 是一个整环, 及其分式域 frac(R). 则我们可以将导子 δ 从整环扩张到其

分式域上, 使得 δ(r/s) = (δ(r)s− rδ(s))/s2.

对于域来说, 域的特征很大程度上决定了导子的性质. 有限域的情况, 会变得简单:

命题 2.6 有限域上的导子都是平凡的.

证明 设域 K 是特征为 p > 0 的有限域, 则 Frobenius 映射 k ∈ K 7→ kp ∈ K 是一个同构.
这样对任意域中元素 k, 存在一个 l, 使得 k = lp. 所以 δ(k) = plp−1δ(l) = 0. □

更进一步地, 我们有如下结论

命题 2.7 假设 K 是微分域.

(i) 若 K 的特征为 0, 且导子非平凡, 那么 K\KC 中的任一元素在 KC 上超越. 特别地,
这是一个超越扩张.

(ii) 若 K 有正特征, 则 KC 到 K 是一个代数扩张.

证明 (i) 假设存在一个元素 l ∈ K\KC 在 KC 上代数, irr(l,KC) = xn +
∑m

j=0 cjx
j . 这

里我们考虑所有 cj 6= 0, 所以 0 ≤ m < n. 此时必有这样的 m 存在, 否则 ln = 0 将推
出 l = 0 ∈ KC 的矛盾. 我们对 p(l) = 0 两边求导得到

0 = nln−1δ(l) +
m∑
j=0

jcjl
j−1δ(l) = nδ(l)

(
ln−1 +

m∑
j=0

jcj
n

lj−1

)
,

由于 δ(l) 6= 0, 再有特征 0 的条件, 所以 ln−1 +
∑m

j=0
jcj
n
lj−1 = 0, 这与最小的化零多

项式矛盾.
(ii) 容易看出对任何的 k ∈ K\KC , 有 δ(kp) = pkp−1δ(k) = 0, 这样 kp ∈ KC , 所以考虑

irr(k,KC) = xp − kp 即可. □
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3 无新常元的微分环扩张

对于一个微分环扩张 R ⊂ S 来说, 我们容易验证 RC ⊂ SC . 在微积分中我们求解原函
数等问题时, 所谓常数的集合是不会变动的, 所以我们接下来考虑 RC = SC 的情况, 我们
称为无新常元的微分环扩张.
对于有新常元的这一类扩张, 我们可以有这样一个例子: 考虑 R[x] ⊂ L, 其中 L 是实

变量复值的包含 exp ix 的函数域. 此时 R[x]C = R, 而 i = (exp ix)′/ exp ix ∈ L\R[x], 所以
LC = C.
假设 K 是实数域或复数域, U 是 K 的非空开子集. 则M(U) 的常元是在 U 的各个连

通分支上为常值的函数. 所以, 当 U 是连通的时候, K(x) ⊂ M(U) 是一个无新常元的微分
域扩张.
对于无新常元这一性质有等价描述:

命题 3.1 当 R ⊂ S 是一个微分环扩张, 接下来的几个命题是等价的:

(i) 这是一个无新常元的扩张.
(ii) 若 r ∈ R 在 R 中有原元 (即存在 l ∈ R 使得 δ(l) = r), 则 r 在 S\R 中无原元.
(iii) 若 s ∈ S\R 满足 δ(s) ∈ R, 则 δ(s) 在 R 中无原元.

证明 (i)⇒(ii): 当 r ∈ R 有原元 t ∈ R 的同时, 有原元 s ∈ S\R, 那么 s− t ∈ S\R 是一个
常元, 故矛盾.

(ii)⇒(1): 当存在一个常元 s ∈ S\R 时, 对于 0 ∈ R 来说, 其本身是 R 中的一个原元,
故与 (ii) 矛盾.

(ii)(iii) 的等价性容易验证. □

对于无新常元的微分域扩张我们可以讨论元素的代数性与超越性:

命题 3.2 假设 K ⊂ L 是一个特征 0 的无新常元的微分域扩张, l ∈ L\K 满足 δ(l) ∈ K, 则
有

(i) 任意 K 上多项式 p(x) =
∑n

j=0 kjx
j , n > 1, 有 δ(p(l)) 可以表示为 q(l), 其中 q(x) ∈

K[x]; 此时, 若 kn 不是常元, 则 deg q(x) = n, 否则, deg q(x) = n− 1.
(ii) l 在 K 上超越.

证明 首先有

δ(p(l)) = δ(kn)l
n + nknl

n−1δ(l) + δ(kn−1)l
n−1 + · · ·+ δ(k0)

若 kn 不是常元, 问题已经解决. 若 kn 是常元, 则考虑 δ(kn−1) + nknδ(l) = δ(kn−1 + nknl)

是非零的, 否则 kn−1 + nknl 是常元, 由于特征 0, 这是新增的常元, 产生矛盾.
所以, 若 l 在 K 上代数, 则记 irr(l,K) = p(x), 那么 0 = δ(p(l)) = q(l), 这样 p(x) 是

一次多项式, 这说明 l ∈ K, 矛盾. □

上述命题在常见的亚纯函数域上体现为如下推论:



5

推论 3.3 假设 K = R 或 C, U 是 K 的一个非空连通开子集. 若任一亚纯函数 f ∈
M(U)\K(x), 其导数 f ′ ∈ K(x), 则 f 在 K(x) 上超越.

忽略多值性, 假设能在足够好的单值局部内考虑:

推论 3.4 实 (复) 自然对数在实 (复) 有理函数域上是超越的. 实的反正切函数在实有理函
数域上是超越的.

我们现在讨论扩张中的代数元.

命题 3.5 假设 K ⊂ L 是一个无新常元的微分域扩张 (特征 0). l ∈ L\K 且 δ(l)/l ∈ K. 那
么

(i) l 在 K 上代数, 当且仅当存在整数 n > 1 使得 ln ∈ K, 且 n 可以是 irr(l,K) 的次数;
(ii) 当不满足 (i) 时, 对于任一次数大于零的多项式 p(x), 考虑 δ(p(l)), 这仍然是一个关于

l 的 n 次多项式. 更进一步地, δ(p(l)) 是 p(l) 的倍式当且仅当 p(l) 是一个单项式.

证明 令 b = δ(l)/l ∈ K, 由于无新增的常元, 所以 b 6= 0.
(i) 我们假设 l 在 K 上代数, 则有 K 上一极小多项式将 l 化零:

ln + cmlm + · · ·+ c0 = 0, (1)

其中 0 ≤ m < n, cm 6= 0, 这样的 m 必须存在, 否则 l = 0. 等式两边用导子作用:

bnln + (δ(cm) + bmcm)lm + · · ·+ δ(c0) = 0, (2)

式 (1) 乘上 bn 与式 (2) 相减, 次数降低但 l 的化零多项式有极小性, 所以后面的 m 项系数
也均变为 0. 这样 δ(cm) +mbcm = bncm, 也即 δ(cm)/cm = (n−m)b. 进一步

δ(cmlm−n)

cmlm−n
=

(m− n)cmln−m−1bl + δ(cm)ln−m

cmlm−n

=
(m− n)bcmlm−n + δ(cm)lm−n

cmlm−n

= (m− n)b+ δ(cm)/cm

= 0,

这样 cmlm−n ∈ LC = KC ⊂ K, 所以 ln−m ∈ K, 上面的推理可以从 cm 一直推广到 c0, 所
以 ln ∈ K.
反过来的充分性是显然的.
(ii) 我们假设

δ(p(l)) = (δ(kn) + bnkn)l
n + · · ·+ kpr0 = 0.

此时若 δ(knl
n) = δ(kn)+ bnkn = 0, 则 knl

n ∈ KC ⊂ K, 这得到 ln ∈ K, 矛盾. 所以 δ(p(l))

关于 l 仍然是 n 次的.
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当 p(l) = kln 时, δ(p(l)) = (δ(k)+nbk)ln = (δ(k)+nbk)k−1 · kln. 这样 δ(p(l)) 是 p(l)

的倍式.
反过来, 若 δ(p(l)) = q(l)p(l), 对比次数得到 q(l) = c ∈ K. 若 p(l) 不是单项式, 则其

至少有次数不同的两项 knl
n 和 kmlm. 这样

δ(kj) + jkjb = ckj , j = m,n,

由于无新增常元, c 6= 0, 所以

δ(kn) + nknb

kn
=

δ(km) +mkmb

k +m
,

交叉相乘有
a = (n−m)knkmb+ kmδ(kn)− knδ(km) = 0.

这意味着

δ

(
knl

n

kmlm

)
=

aln+m

(kmlm)2
= 0,

这推出 knl
n

kmlm
是新增常元, 矛盾. 所以 p(l) 是单项式. □

关于上述命题还有如下推论:

推论 3.6 对于任一非零实有理函数 g(x), 指数 exp g(x) 在实有理函数域 R(x) 上超越.

证明 验证其满足上述命题的条件:

(exp g(x))′/ exp g(x) = g′(x) ∈ R(x),

且
(exp g(x))n /∈ R(x), ∀n ∈ Z≥0. □

4 导子的扩张

接下来这一节我们将考虑对于一个域扩张 K ⊂ L 来说, 如何将 K 上的导子 δ 扩张到
L 上, 使其成为一个微分域扩张.
首先我们给一些更加一般化的微分代数定义:

定义 4.1 假设 R 是一个含幺交换环, A 是一个 R-代数 (交换的), M 是一个 A-模 (自然地
拥有 R-模结构), 我们称一个 R-模同态 δ : A → M 是一个 R-导子, 若 Leibniz 法则满足:

δ(ab) = a · δ(b) + δ(a) · b, ∀a, b ∈ A. (3)

这样定义是微分环定义的一般化. 微分环 R 上的导子就可以视为一个 RC-导子.
现在我们回到本节的主要问题, 我们将对于任一 l ∈ L\K 定义导子对其的作用, 使得

导子 δ 扩张到 L 上. 我们找到一个 L 上的 KC-导子, Leibniz 法则保证了其是一个 LC-导
子, 所以我们只需要把 δ 扩张为一个 L 上的 KC-导子.
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我们先将导子 δ : K → K 扩张为一个 δ : K(l) → L 的 KC-导子.
情形 I. l 是超越元.
这种情况下 {ln}n≥0 是 K-代数 K[l] 作为 K-线性空间的一组基. 对任意 a ∈ K[l] 可

以表示为基的 K-线性组合: a =
∑

j ajl
j . 为了确定导子的扩张, 只需要对环 (域) 扩张的生

成元 l 确定其在导子下的像, 在验证这确实是一个导子的扩张. 我们任意选定一个 m ∈ L,
来定义一个 KC-线性映射 δ : K[l] → L

δ : a =
∑
j

ajl
j 7→

∑
j

a′jl
j +

∑
j

jajl
j−1m,

这里选取的 m 就是 δ(l). 下面我们说明 δ 是一个 K[l]-导子. K[l] 显然是一个 KC 代数, L
显然是个 K[l]-模, 我们只需要验证 Leibniz 法则成立. 令 a =

∑
i ail

i, 任取 b =
∑

j bjl
j ∈

K[l]. 注意到(∑
i

ail
i

)(∑
j

jbjl
j−1

)
=
∑
ij

jaibjl
i+j−1

=
∑
k

(∑
i

(k − i)aibk−il
k−1

)

=
∑
k

k

(∑
i

aibk−il
k−1

)
−
∑
k

(∑
i

iaibk−il
k−1

)
以及 (∑

i

iail
i−1

)(∑
j

bjl
j

)
=
∑
ij

iaibjl
i+j−1

=
∑
k

(∑
i

iaibk−il
k−1

)
,

结合两个式子得到∑
k

k

(∑
i

aibk−il
k−1

)
=

(∑
i

ail
i

)(∑
j

jbjl
j−1

)
+

(∑
i

iail
i−1

)(∑
j

bjl
j

)
.

利用上式我们来计算

δ(ab) = δ

(∑
k

(
k∑

i=0

(aibk−i)

)
lk

)

=
∑
k

(
k∑

i=0

δ(aibk−i)

)
lk +

∑
k

k

(
k∑

i=0

(aibk−i)

)
lk−1m

=
∑
k

(
k∑

i=0

(aiδ(bk−i) + δ(ai)bk−i)

)
lk

+

(∑
i

ail
i

)(∑
j

jbjl
j−1m

)
+

(∑
i

iail
i−1m

)(∑
j

bjl
j

)
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=

(∑
i

ail
i

)(∑
j

δ(bj)l
j

)
+

(∑
i

δ(ai)l
i

)(∑
j

bjl
j

)

+

(∑
i

ail
i

)(∑
j

jbjl
j−1m

)
+

(∑
i

iail
i−1m

)(∑
j

bjl
j

)

=

(∑
i

ail
i

)(∑
j

δ(bj)l
j +

∑
j

jbjl
j−1m

)

+

(∑
i

δ(ai)l
i +
∑
i

iail
i−1m

)(∑
j

bjl
j

)
= aδ(b) + δ(a)b,

这样就说明了对于超越元 l ∈ L\K 可以将 KC-导子 δ 从 K → K 扩张到 K[l] → L 上, 同
时可以在 L 中任意选一个 m 作为 δ(l). 从而最后扩张到 K(l) → L 上.
情形 II. l 是代数元.
首先这意味着 K[l] = K(l). 假设 l 是 K 上的可分元. 令 irr(l,K) = p(x) = xn +∑m

j=0 kjl
j , 到 m 次项之前系数非零. 若导子 δ : K → K 可以扩张成为一个 KC-导子

δ : K[l] → L, 则

0 = δ(p(l))

= nln−1δ(l) +
∑
j

jkjl
j−1δ(l) +

∑
j

δ(kj)l
j

= δ(l)

(
nln−1 +

∑
j

jkjl
j−1

)
+
∑
j

δ(kj)l
j

= δ(l)(p′(l)) +
∑
j

δ(kj)l
j .

由可分性, p′(x) 不是零多项式, 且由化零多项式的最小性, p′(l) 6= 0. 所以

δ(l) =
−
∑m

j=0 δ(kj)l
j

p′(l)
. (4)

这里我们对域扩张的生成元 l 来说, 导子的作用只有一种, 所以至多存在一种 δ 的扩张, 使
其成为一个 KC-导子 (K[l] → L). 同时通过式 (4) , 导子的像必须落在 K[l] 中. 我们接下
来验证这样的扩张确实是存在的. 为了方便起见, 定义这样的记号来代表仅对多项式系数
求导 D̂ : K[x] → K[x], q(x) =

∑
j ajx

j 7→
∑

j δ(aj)x
j . 我们可以把式 (4) 改写为

δ(l) =
−D̂p(l)

p′(l)
. (5)

其实 D̂ : K[x] → K[x] 就是一个 KC-导子, 相当于情形 I. 中取 δ(l) = 0.
由于 K[l] = K(l), 存在一个多项式 s(x) ∈ K[x], 使得

s(l) =
−D̂p(l)

p′(l)
. (6)
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我们继续定义一个映射 Ď : K[x] → K[x], q(x) 7→ D̂q(x) + s(x)q′(x). 这样的 Ď 是 KC-线
性的, 同时对任意 r(x) ∈ K[x]

Ď(qr) = D̂(qr) + s(qr)′

= qD̂r + D̂qr + s(qr′ + q′r)

= q(D̂r + sr′) + (D̂q + sq′)r

= qĎr + Ďqr.

所以 Ď : K[x] → K[x] 是一个 KC-导子.
取 evl : K[x] → L, q(x) 7→ q(l) 是一个赋值同态. 很自然地, Ker evl = (p(x)). 对于一

个 q(x) = p(x)r(x), r(x) ∈ K[x] 来说

Ďq = Ď(pt) = pD̂r + D̂pr + s(pr′ + p′r).

所以

Ďq(l) = (D̂p(l) + s(l)p′(l))r(l) = 0.

这说明 Ď(p(x)) ⊂ (p(x)). 这样 Ď 诱导了一个 KC-线性映射, D : K[l] → K[l], Dq(l) :=

evl(Ďq(x)). 最后对任意 q(l), r(l) ∈ K[l]

D(q(l)r(l)) = evl(Ď(q(x)r(x)))

= evl(q(x)Ďr(x) + Ďq(x)r(x))

= evl(q)evl(Ďr(x)) + evl(Ďq(x))evl(r(x))
= q(l)Dr(l) +Dq(l)r(l).

这样就说明了 D : K[l] → K[l] 是一个 KC-导子, 且恰好是 δ 的扩张.
所以当 l ∈ L\K 是一个 K 上的可分的代数元时, 导子 δ : K → K 可以唯一地扩张到

域 K(l) 上. l 的导子作用由式 (4) 给出.

定理 4.2 当 K ⊂ L 是一个特征 0 的域扩张, δ : K → K 是一个导子.

(i) δ 可以扩张成 L 上的导子 δL : L → L.
(ii) 当 l ∈ L\K 是 K 上的超越元时, 可以任意选取 m ∈ L 使得扩张 δL 满足 δL(l) = m.
(iii) 当 K ⊂ L 是代数扩张时, δL 是唯一的.
(iv) 当 K ⊂ L 是代数扩张时, δL 与 Aut(L/K) 中的自同构可交换.

证明 (i) 当 K ⊂ L 是单扩张时, 从前文的讨论可以得到结论, 注意到特征 0 时可分性满足.
接下来只需要使用 Zorn 引理验证.

(ii) 由情形 I. 可以给出.
(iii) 由情形 II. 可以给出.
(iv) 若 σ ∈ Aut(L/K), 则 σ ◦ δL ◦ σ−1 也是 δ 的一个扩张. 由扩张的唯一性可以证明

结论. □
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5 有限项积分

本节中的域 K 都是指特征 0 的微分域. 我们在本节中给出 Liouville 定理的代数证明.
题为有限项积分, 指的是寻找有限项和的积分, 即不考虑分析中级数的积分. 所以可以通过
选取适当的有限生成的域扩张来解决. 接下来我们来解决所谓寻找“初等原函数”的问题.
对于一个微分域 K, 若 l ∈ K, k ∈ K× 满足 δ(l) = δ(k)/k, 则称 l 是 k 的一个对数, 或

k 是 l 的一个指数. 对于任意 k ∈ K×, 我们称 δ(k)/k 为 k 的对数导数.
值得注意的是, 如此定义的指对数是有多值问题的, 很容易看出若 l1, l2 ∈ K 都是 k 的

对数时, 则 l1 − l2 ∈ KC ; 若 k1, k2 ∈ K× 都是 l 的指数, 则 k1/k2 ∈ KC . 我们用记号
l ∈ log k 和 k ∈ exp l 分别表示 l 是 k 的一个对数和 k 是 l 的一个指数. 这里将 log k 和
exp l 视为集合.
回顾分析中的对数, 很自然地我们有

δ
(∏n

j=1 k
mj

j

)
∏n

j=1 k
mj

j

=
n∑

j=1

mj
δ(kj)

kj
, mj ∈ Z+, kj ∈ K. (7)

令 K ⊂ K(l) 是一个非平凡的单微分域扩张. 若存在 k ∈ K 使得 l 是 k 的一个对数
(指数) 则称 l 是 K 上的对数元 (指数元). 进一步我们给出所谓“初等”函数的一个定义:

定义 5.1 若对一个微分域扩张 K ⊂ L 来说, 存在有限个中间域 {Kj}nj=0, 即 K = K0 ⊂
K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = L, 使得 Kj ⊂ Kj+1 是一个加入 l 的非平凡单扩张, 其中 l 是 K 上的代
数元, 或对数元, 或指数元. 我们称这样的微分域扩张 K ⊂ L 是初等的. 称 l 在 K 上是初
等元或初等的.

比如, 我们常说的初等函数就是 K(x) 的一个初等微分域扩张 K(x) ⊂ L, 其中 K = R 或 C

且 L 里都是函数, 导子取分析中的导数即可.
接下来引入 Liouville 在文章 [Lio35] 中所证明的定理, 但我们使用之前建立的代数语

言:

定理 5.2 (Liouville) 令 K 是特征 0 的微分域, 假设 α ∈ K 在 K 中无原元. 则下面两个
命题等价:

(i) α 在 K 的一个初等的、无新常元的微分域扩张中有原元.
(ii) 存在整数 m ≥ 1、一系列常元 c1, . . . , cm ∈ KC 和不同的 β1, . . . , βm ∈ K×, γ ∈ K 使
得

α =
m∑
j=1

cj
δ(βj)

βj

+ δ(γ). (8)

接下来的证明由 M. Rosenlicht 给出 [Ros72].

证明 (ii)⇒(i) 是显然的, 取扩域 L = K(ξ1, . . . , ξm), ξj ∈ logβj 即可.
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(i)⇒(ii) 假设存在一个扩张链 K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn. 其中每一次扩张都是一个单
扩张且添加的元素只能是代数元、对数元或指数元. 同时存在 ρ ∈ Kn 使得 δ(ρ) = α.
我们对 n进行归纳. 当 n = 0时,取 m = 1, c1 = 0, γ = ρ即可. 现在假设 n−1时命题

成立. 此时 α也是 K1 中的,这样 K1 ⊂ Kn 对应长度为 n−1的一个扩张链,就可以使用归
纳假设, 存在存在整数 m ≥ 1、一系列常元 c1, . . . , cm ∈ K1,C 和 β1, . . . , βm ∈ K×

1 , γ ∈ K1

使得有式 (8) 成立. 假设 K1 = K(l), 我们只需证明这些 m,βj , γ 可以调整到 K 上即可.
我们分三类情况讨论:
情形 I. l 是 K 上的代数元.
此时 K(l) = K[l]. 考虑 K 的一个含有 l 的代数闭包 Ka, 以及所有域扩张 K ⊂ K[l]

到 K ⊂ Ka 的嵌入 σi, i = 1, . . . , s. 假设 σ1 是包含映射, 即 σ1(l) = l. 记 p(x) = irr(l,K),
p(x) 在 Ka 中分裂为

∏s
i=1(x − li). 对于任意 q(l) ∈ K[l], 有 σi(q(l)) = q(li). 定义这一组

嵌入之后, 我们由定理 4.2 (iv) 知道: σi ◦ δ(q(l)) = δ(q(li)).
假设 q1, . . . , qm, r ∈ K[x] 使得 βj = qj(l), γ = r(l), 这样有

α =
∑
j

cj
δ(qj(l))

qj(l)
+ δ(r(l)). (9)

作用上 σi,
α =

∑
j

cj
δ(qj(li))

qj(li)
+ δ(r(li)),

对指标 i 求和并除掉 s(特征 0), 并使用式 (7) 得到

α =
n∑

j=1

cj
s

δ (
∏s

i=1 qj(li))∏s
i=1 qj(li)

+ δ

(∑s
i=1 r(li)

s

)
.

上式的右侧的 n + 1 项在 σi 的作用下是不变的. 由于特征 0 情况下, K ⊂ K(l) 是可分扩
张, 即不会出现 σi = σj , i 6= j, 这样说明了:

δ (
∏s

i=1 qj(li))∏s
i=1 qj(li)

∈ K, j = 1, . . . , n δ

(∑s
i=1 r(li)

s

)
∈ K

这样我们就找到了需要的 α 的表达式.
现在我们考虑 l 是 K 上的超越元. 同样地, 由于是单扩张, 我们可以令 βj = qj(l), γ =

r(l), 并将 α 写成式 (9) 的形式. 只不过此时 qj(x), r(x) ∈ K(x). 不过对于每个 qj(x)

我们将其写成不可约首一多项式的整数幂次乘积 kj
∏nj

i=1(qji(x))
nji , 其中 kj ∈ K, qji ∈

K[l], nj ∈ Z+, nji ∈ Z. 由式 (7) 不妨假设式 (9)中的 qj(l) 或者是 K[l] 中次数大于 1 的
首一不可约多项式, 或者是 K 中元素. 这是因为很容易可以将一个关于 l 的有理分式 qj(l)

的对数导数进行如下拆解:

δ(qj(l))

qj(l)
=

nj∑
j=1

nji
δ(qji(l))

qji(l)
+

δ(kj)

kj
.

将 βj 重新调整即可.
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情形 II. l 是 K 上的一个对数元. 此时存在 k ∈ K 使得 δ(l) = δ(k)/k.
令 p(l) ∈ K[l] 是一个次数大于 1 的首一不可约多项式. 容易发现 δ(p(l)) ∈ K[l] 次数

是严格小于 p(l) 的. 所以 p(l) 无法整除 δ(p(l)). 所以我们对于式 (9) 的项
∑n

j=1 cj
δ(qj(l))

qj(l)

来说, 每个分母是不会是 qj(l) 超过 1 的幂次.
我们利用 K(l) 中的部分分式分解来继续证明. 考虑 r(l) 的部分分式分解, 其中会

有 f(l)/(p(l))m 这样的形式出现. f(l) 的次数需要小于 p(l). 假设 d 是 p(l) 出现的最
高次幂. 则在 δ(r(l)) 的部分分式分解里出现 p(l) 的相关的项是 δ(f(l)/(p(l))d), 即 −d ·
f(l)δ(p(l))/(p(l))d+1 加上至多 d 项分母更低次的项. 更进一步地, 式 (9) 中 δ(r(l)) 之外的
部分, 分母是不可约多项式地一次幂且分子次数小于分母, 无法消去分母 p(l) 幂次高于 1

的项, 特别地, 无法消去 −d · f(l)δ(p(l))/(p(l))d+1.
现在我们有如下结论: 若在式 (9) 中有一个 qj(l) 就是上述不可约的多项式 p(l), 或此

时 p(l) 出现在 r(l) 的部分分式分解中, 则 p(l) 会出现在 α 的部分分式分解里. 这里如果
出现 δ(qj(l))/qj(l) 和 δ(r(l)) 中的某一项消去的情况, 我们完全可以重新选择 qj(l) 使得每
个 qj(l) 不会出现上述相消的情况. 所以由部分分式分解的唯一性, α 的部分分式分解只能
是 α, 可以得到 qj = qj(l) ∈ K 且 r(l) 是一个多项式. 同时 δ(r(l)) ∈ K.

所以利用命题 3.2 (i) 以及无新常元性质, r(l) 只能是 cl + ĉ, 其中 c ∈ KC , ĉ ∈ K. 式
(9) 改写为

α =

n∑
j=1

cj
δ(qj)

qj
+ c

δ(k)

k
+ δ(ĉ).

这正是我们想要的形式.
情形 III. l 是 K 上的一个指数元. 此时存在 k ∈ K 使得 δ(l)/l = δ(k).
我们同样假设 p(l) 是一个次数大于 1 的首一不可约多项式. 从命题 3.5 可以得到

p(l) 6= l 时 δ(p(l)) ∈ K[l] 且 p(l) 不整除 δ(p(l)). 先假设 qj(l) 6= l, 接着和情形 II. 中一样,
可以证明 qj = qj(l) ∈ K. 我们将 r(l) 写成 r(l) =

∑t
−t kjl

j , 其中 t ∈ Z+, kj ∈ K.
因为 δ(qj(l))/q(l) ∈ K, 所以 δ(r(l)) ∈ K. 再次使用命题 3.5 可以得到 r = r(l) ∈ K.

由于 qj 是有可能出现 l 的, 不妨假设就是 q1, 那么

α = c1
δ(k)

k
+

n∑
j=2

cj
δ(qj)

qj
+ δ(r) =

n∑
j=2

cj
δ(qj)

qj
+ δ(c1k + r).

这就得到了需要的表达式. □

我们接下来给出这个重要定理的一些应用.

推论 5.3 (Liouville) 假设 E 是一个特征 0 的域, 给定一个 g ∈ E, 取 h ∈ exp g. 令
E ⊂ K = E(h) 是一个无新常元的微分域扩张. 这样 h 在 E 上是超越的. 对于任意 f ∈ E,
fh ∈ K 在一个 K 的无新常元的初等微分域扩张中有原元当且仅当存在 a ∈ E 使得

f = δ(a) + aδ(g)

或者等价地

fh = δ(ah).
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证明 必要性: 利用 Liouville给出的定理, fl 有一个原元当且仅当存在 cj ∈ KC = EC , βj ∈
K×, j = 1, . . . , n, γ ∈ K 使得

fh =
n∑

j=1

cj
δ(βj)

βj

+ δ(γ). (10)

接下来记 γ = r(h), βj = qj(h) ∈ K(h) = K = E(h). 在 Liouville 定理证明中超越扩张的
情况里可以知道, qj(h) 可以用过适当的选取, 使其或者是 E[h] 中的首一不可约多项式, 或
者是 E 中元素. 同时在情形 III. 的讨论中将 K 换为 E, 可以看出, h 只能出现在 r(h) 的
部分分式分解的分母中, 或者是某一个 qj(h) ∈ E[h]\E. 这样会得到 δ(gj(h))/(gj(h)) ∈ E

且 r(h)−
∑t

j=−t kjh
j , t ∈ Z+, kj ∈ E. 这样式 (10) 改写为

fh = c+
t∑

j=−t

δ(kj)h
j + δ(g)

t∑
j=−t

jkjh
j , c ∈ E,

对比等式左右 h 的幂次可以得到 fh = δ(k1) + k1δ(g). 只需取 a = k1 即可.
充分性是显然的. □

我们接下来把这个定理用在微积分中.

推论 5.4 对于 K = R 或者 C 来说, x 7→ exp(x2) 是没有初等原函数的.

证明 考虑域扩张 K(x) ⊂ K(x, exp(x2)). 由 exp(x2) 的超越性以及 Liouville 定理的推论,
我们需要找到一个 a ∈ K(x) 使得 1 = a′ + 2ax. 假设 a = p/q, 其中 p, q 是互素的 K 系
数多项式. 则 1 = qp′−q′p

q2
+ 2 · px

q
. 进一步得到 q2 = qp′ − q′p+ 2xpq. 这样的话 q|q′, 也即

q′ = 0. q 此时是一个常数, 不妨设 a = p, 则对比 1 = a′ + 2ax 两边 x 的次数会发现矛盾.
所以 exp(x2) 没有初等的原函数. □

值得注意的是: 无新增常元条件是很重要的. 可以尝试构造域扩张 R(x) ⊂ R(x, arctanx)
是一个有新增常元的扩张, 此时会发现 1

1+x2 无法写成 Liouville 定理中相应的表达形式.

6 总结

按照分析中常用的说法, 基本初等函数有: 常值函数、幂函数、指数函数、对数函数、
三角函数、反三角函数. 而借助复数, 我们可以用常值函数、幂函数、指对数函数来生成所
有的初等函数. 所以初等函数也是可以通过上面讨论的办法, 来判断其原函数的存在性.
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